7.1

Linguagens Recursivamente
Enumeraveis

Uma linguagem L ¢ dita recursivamente enumeravel (ou simplesmente irrestrita)
se for aceita por pelo menos uma Maquina de Turing M. Ou seja:

1. Para toda cadeia w € L, M para e aceita w;

2. Para toda cadeia z € ¥* — L, M péra e rejeita z ou executa uma seqiiéncia infinita
de movimentagoes.

Uma linguagem L é dita estritamente recursivamente enumeravel se, para
toda e qualquer Maquina de Turing M que aceita L, existir pelo menos uma cadeia
z € X* — L, tal que M inicie uma seqiiéncia intermindvel de movimentacoes em seu
processamento.

Da mesma forma que as linguagens recursivas, e diferentemente das linguagens
regulares, livres de contexto e sensiveis ao contexto, ndo se conhece qualquer tipo de
estrutura que permita identificar as linguagens recursivamente enumeraveis apenas pela
inspecao das propriedades sintéticas de suas sentencas.

As linguagens recursivamente enumeréveis sdo, portanto, inicialmente caracteriza-
das a partir das Maquinas de Turing. Conforme serd estudado adiante, elas também
podem ser caracterizadas por meio do modelo mais geral de gramaéticas, as chamadas
gramaticas irrestritas (ver Segao 7.4).

A maijor importancia desta classe de linguagens reside em sua aplicacdo ao desen-
volvimento tedrico da computagao.

Conforme estudado no Capitulo 6, as linguagens recursivas sdo também conhecidas
como linguagens decidiveis. Isso ocorre porque, para tal classe de linguagens, é sempre
possivel obter uma Méquina de Turing que sempre para em resposta a qualquer entrada
que lhe seja submetida, nao importa se aceitando ou rejeitando tal entrada. Cadeias
que pertencem 4 linguagem sao aceitas e cadeias que nao lhe pertencem sao rejeitadas.
Essa caracteristica é particularmente 1til quando se deseja estudar a computabilidade de
determinados tipos de problema, em particular dos chamados problemas de decisao.

Decidibilidade

Um problema de decisao ¢ um problema cuja formulagio conduz a apenas duas respos-
tas possiveis: SIM ou NAO. Exemplo: dadas duas linguagens regulares L; e Ly quaisquer,
é sempre possivel determinar se L; = Ly? Para cada par de linguagens considerado, este
problema admite apenas uma resposta entre duas possiveis.

Uma instincia de um problema é um caso particular de um problema geral,
com seus argumentos completamente definidos. Exemplo: dadas a linguagem regular Ly
(segue a especificacdo de L) e a linguagem regular Lo (segue a especificacdo de Lo), sera
que L1 = Ly?
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Se todas as instancias de um certo problema, para as quais as respostas forem afir-
mativas (SIM), forem codificadas sobre um alfabeto ¥ qualquer, tal conjunto de cadeias
forma uma linguagem L sobre 3. Note-se que as instancias de problemas cuja resposta
é negativa nao pertencem a L.

Se a linguagem assim constituida for recursiva, é sabido que existe pelo menos uma
Maquina de Turing que decide L. Ou seja, dada uma instancia qualquer do problema, cuja
resposta seja desconhecida, serd sempre possivel determinar se a resposta é afirmativa ou
negativa, bastando para isso verificar se a referida Maquina de Turing aceita ou rejeita
a cadeia que representa a instancia.

A importancia deste resultado esta no fato de que linguagens que representam pro-
blemas gerais, uma vez identificadas como sendo recursivas, sao tais que permitem a
determinacao mecanica da solucao, qualquer que seja a instancia considerada. A meca-
nizacao da solucao, no caso, ¢ implementada pela Maquina de Turing que aceita L.

As linguagens recursivamente enumeraveis, por outro lado, ndo gozam dessa proprie-
dade. Conforme a sua definicdo, as cadeias nao pertencentes a linguagem podem tanto
ser rejeitadas ap6s uma parada como provocar a execucao de uma seqiiéncia interminavel
de movimentacoes na Maquina de Turing correspondente.

Este fenomeno, caracteristico e especifico das linguagens estritamente recursiva-
mente enumeraveis, ndo ocorre com as outras classes de linguagens anteriormente consi-
deradas. De fato, é possivel provar que, qualquer que seja a linguagem regular, livre de
contexto ou recursiva em questao, é sempre possivel obter um autémato finito, um auto-
mato de pilha ou uma Méaquina de Turing com fita limitada que sempre péara, qualquer
que seja a cadeia de entrada. Isso ndo significa, no entanto, que nio existam reconhe-
cedores desses tipos que eventualmente executem seqiiéncias infinitas de movimentacoes
em resposta a alguma cadeia de entrada.

Considere-se agora um outro problema, cujas instancias de resposta afirmativa tam-
bém possam ser codificadas como cadeias sobre um certo alfabeto de entrada. Considere-
se ainda que a linguagem formada por essa cole¢io de cadeias seja do tipo recursivamente
enumeravel. Isso acarreta a impossibilidade de se verificar, mecanicamente, se determi-
nada cadeia pertence ou nao & linguagem, pois cadeias nao pertencentes & linguagem
eventualmente poderao provocar uma movimentacao interminivel da Maquina de Turing
correspondente.

Logo, torna-se impossivel, no caso geral, determinar se um certo problema possui
solugdo, qualquer que seja a instancia considerada. Se determinada instincia possui
resposta SIM (caso em que a cadeia que a representa pertence & linguagem), é fato que
a correspondente Maquina de Turing ird parar apds um tempo finito de processamento.
Se a resposta é NAQ, sabe-se apenas que o processamento podera eventualmente parar,
rejeitando a entrada, ou entao iniciar uma seqiiéncia infindavel de movimentagoes.

Para um observador externo, nao h& nenhuma garantia, para qualquer que seja a
instancia que venha a ser eventualmente considerada, de que o processamento ird parar
em algum momento, produzindo algum resultado.

Devido a essa caracteristica, as linguagens recursivamente enumeréveis sao também
denominadas indecidiveis. Problemas cujas representacoes na forma de linguagens se-
jam recursivamente enumeréveis sao também chamados de problemas indecidiveis.

De uma forma geral, os termos “recursivo” e “recursivamente enumerével” sdo em-
pregados quando se trata de linguagens genéricas, e os termos “decidivel” (sinénimo de
“recursiva”) e “indecidivel” ou “ndo-decidivel” (sinonimos de “recursivamente enumera-
vel”), quando se trata de linguagens que representam problemas.
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O termo decidibilidade refere-se ao estudo das linguagens formais, com vistas a
determinacao das classes a que estas pertencem.

Os termos solucionavel, nao-solucionavel (ou insolivel) e parcialmente so-
lucionavel, também empregados quando se trata de problemas, significam, respectiva-
mente, que as correspondentes linguagens sao: (i) recursivas, ou seja, podem sempre ser
decididas no caso geral; (ii) recursivamente enumeraveis, ou seja, ndo podem ser deci-
didas no caso geral; e (iii) recursivamente enumeréaveis, enfatizando o fato de que pode
haver solugio para algumas instancias do problema (ainda que correndo o risco de se
esperar indefinidamente por uma resposta).

Aplicada ao estudo dos problemas de deciséo, a decidibilidade indica se os mesmos

sao solucionaveis, nao-solucionaveis ou parcialmente solucionéveis.
Exemplo 7.1 Considere-se o problema Py ="Dada uma linguagem regular L qualquer, L é vazia?".
Uma linguagem Ly para representar as instincias desse problema que possuem resposta afirmativa
pode ser construida conforme os passos a seguir.

Seja M = (Q,%,6, g, F), com @ = {qo, q1,...} e ¥ = {00,071, ...}, um autdmato finito que
define uma linguagem L. M pode, por exemplo, ser codificado de forma univoca na forma de uma
cadeia sobre o alfabeto {a, b, ¢, d}:

e ¢ € (Q— F) é codificado como cod(g;) = a'*?;

e ¢ € F é codificado como cod(gq;) = a'T'b;

e 0, €Y é codificado como cod(c;) = ¢*1;

e 4(gi,05) = qx & codificado como cod(d(g;,05) = qr) = cod(g:)cod(oj)cod(gx)d;

e M é codificado como a concatenacdo das cadeias que representam a codificacdo das suas
transicdes.

Seguem alguns exemplos de autdmatos finitos codificados dessa forma:

o M = ({q},{z},{(q,2) = a0} 9,9):
cod(M1) = acad;

o M= ({q07 q1}7 {$7 y}7 {(q07$) - q1, (qlvy) - q1}7 qo, {ql}):
cod(M2) = acaabdaabecaabd;

o Ms=({q,a} {z,y},{(90,2) = q,(q1,y) = a1}, q0,{@1}):
cod(Ms) = acadaabecaabd;

o Mi=({q,qn} {z,y}{(q0,2) = q1,(q,9) = 9}, 90, {90}):
cod(M4) = abcaadaaccabd.

A cadeia que representa o autdmato M> possui a estrutura abaixo. As demais cadeias podem
ser analisadas da mesma forma.

a ¢ aab d aab cc aab d
S

q0 z q1 q1 Y 91

(q0,2)—aq1 (q1,9)— a1

A linguagem Ly que se pretende construir & composta por todas as cadeias codificadas dessa
forma, desde que elas representem autdmatos finitos que definem a linguagem vazia. Portanto:

e cod(My) € Ly, pois L(M) = @;
e cod(Mz) & Ly, pois L(Mz) = zy™ (e portanto # @);

e cod(Ms) € Lv, pois L(M3) = &;
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o cod(My) & Ly, pois L(Ms) = (zy)™ (e portanto # @).
Logo,
Ly = {cod(M),cod(M3),...} = {acad, acadaabecaabd, ...}

E possivel demonstrar que a linguagem Ly assim construida é recursiva e, portanto, que Py é
decidivel. Tal fato pode ser inferido a partir do método (algoritmo) apresentado no Teorema 3.24 da
Secdo 3.11 para determinar se uma linguagem regular & vazia ou ndo. Uma Maquina de Turing N
que decide Ly, apos analisar uma cadeia de entrada qualquer w € {a, b, ¢, d}*, pode ser projetada
da seguinte forma:

i. N determina a quantidade de simbolos do alfabeto de entrada do autémato finito codificado

(=
ii. N determina a quantidade de estados do autémato finito codificado (| Q|);

iii. N gera todas as cadeias sobre ¥ que possuem comprimento maior ou igual a zero e menor
que ‘Q‘ (cuja quantidade & Z‘igi)_l |Z 1);

iv. N simula a operacdo do autdémato M (supondo w = cod(M)) com cada uma das cadeias
geradas acima;

v. Caso M n3o aceite nenhuma dessas cadeias, N para e aceita w; caso M aceite alguma dessas
cadeias, ou caso w n3o represente um autdmato finito valido, N péara e rejeita w.

Outros sistemas de codificacdo, diferentes do apresentado neste exemplo, produzem o mesmo
resultado, o que torna a escolha de um particular sistema de codificacdo irrelevante. |

Exemplo 7.2  Estratégia semelhante 3 empregada no Exemplo 7.1 pode ser usada para construir
linguagens que representam outros problemas de decisdo. Por exemplo, pode-se construir uma lin-
guagem L4 para representar o conjunto das cadeias que representam as gramaticas livres de contexto
que sdo ambiguas. Tal linguagem representa, portanto, o problema P4="Dada uma gramatica livre
de contexto G qualquer, G & ambigua?".

Diferentemente do Exemplo 7.1, é possivel demonstrar ([11]) que toda e qualquer codificacdo
que se adote para L4 faz com a mesma resulte estritamente recursivamente enumeravel (portanto
n3o-recursiva). Logo, trata-se de um problema que n3o pode ser decidido no caso geral (conforme
antecipado na Secdo 4.14). O

E facil, portanto, justificar o grande interesse pratico que existe por problemas para
0s quais se possa provar que a linguagem de representacao é recursiva. Problemas cuja
linguagem de representacao seja comprovadamente estritamente recursivamente enume-
ravel, por outro lado, servem sobretudo para demonstrar a inexisténcia de procedimentos
mecanicos (algoritmos) que possam resolvé-los no caso geral. E isso é um resultado te6-
rico excepcional, uma vez que evita o desperdicio de recursos na busca de solugoes gerais e
mostra que determinados problemas nao possuem solucao, independentemente da tecno-
logia computacional — atual ou futura — que possa ser empregada na busca de pretensas
solugoes.

Note-se, finalmente, que o fato de um determinado problema poder ser resolvido no
caso geral nao significa que os algoritmos de resolucao conhecidos sejam necessariamente
eficientes. Em muitas situagoes, a busca de solucao para o caso geral, cuja existéncia
é conhecida através da teoria, pode ser inviabilizada na pratica, em virtude do imenso
custo associado & sua realizagao (custo esse refletido, usualmente, no volume de memoria
necessério ou no tempo de processamento requerido para se chegar as solugoes).

Por outro lado, a inexisténcia de solugao para um problema no caso geral nao
significa que ele nao possa ser resolvido para instincias especificas ou predeterminadas,
ou, ainda, para conjuntos de instancias predeterminadas do problema original.



