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7 Linguagens ReursivamenteEnumeráveisUma linguagem L é dita reursivamente enumerável (ou simplesmente irrestrita)se for aeita por pelo menos uma Máquina de Turing M . Ou seja:1. Para toda adeia w ∈ L,M pára e aeita w ;2. Para toda adeia z ∈ Σ
∗−L,M pára e rejeita z ou exeuta uma seqüênia in�nitade movimentações.Uma linguagem L é dita estritamente reursivamente enumerável se, paratoda e qualquer Máquina de Turing M que aeita L, existir pelo menos uma adeiaz ∈ Σ

∗ − L, tal que M iniie uma seqüênia interminável de movimentações em seuproessamento.Da mesma forma que as linguagens reursivas, e diferentemente das linguagensregulares, livres de ontexto e sensíveis ao ontexto, não se onhee qualquer tipo deestrutura que permita identi�ar as linguagens reursivamente enumeráveis apenas pelainspeção das propriedades sintátias de suas sentenças.As linguagens reursivamente enumeráveis são, portanto, iniialmente arateriza-das a partir das Máquinas de Turing. Conforme será estudado adiante, elas tambémpodem ser araterizadas por meio do modelo mais geral de gramátias, as hamadasgramátias irrestritas (ver Seção 7.4).A maior importânia desta lasse de linguagens reside em sua apliação ao desen-volvimento teório da omputação.Conforme estudado no Capítulo 6, as linguagens reursivas são também onheidasomo linguagens deidíveis. Isso oorre porque, para tal lasse de linguagens, é semprepossível obter uma Máquina de Turing que sempre pára em resposta a qualquer entradaque lhe seja submetida, não importa se aeitando ou rejeitando tal entrada. Cadeiasque pertenem à linguagem são aeitas e adeias que não lhe pertenem são rejeitadas.Essa araterístia é partiularmente útil quando se deseja estudar a omputabilidade dedeterminados tipos de problema, em partiular dos hamados problemas de deisão.7.1 DeidibilidadeUm problema de deisão é um problema uja formulação onduz a apenas duas respos-tas possíveis: SIM ou N�O. Exemplo: dadas duas linguagens regulares L1 e L2 quaisquer,é sempre possível determinar se L1 = L2? Para ada par de linguagens onsiderado, esteproblema admite apenas uma resposta entre duas possíveis.Uma instânia de um problema é um aso partiular de um problema geral,om seus argumentos ompletamente de�nidos. Exemplo: dadas a linguagem regular L1(segue a espei�ação de L1) e a linguagem regular L2 (segue a espei�ação de L2), seráque L1 = L2?
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610 Linguagens Formais - Teoria, Modelagem e ImplementaçãoSe todas as instânias de um erto problema, para as quais as respostas forem a�r-mativas (SIM), forem odi�adas sobre um alfabeto Σ qualquer, tal onjunto de adeiasforma uma linguagem L sobre Σ. Note-se que as instânias de problemas uja respostaé negativa não pertenem a L.Se a linguagem assim onstituída for reursiva, é sabido que existe pelo menos umaMáquina de Turing que deide L. Ou seja, dada uma instânia qualquer do problema, ujaresposta seja desonheida, será sempre possível determinar se a resposta é a�rmativa ounegativa, bastando para isso veri�ar se a referida Máquina de Turing aeita ou rejeitaa adeia que representa a instânia.A importânia deste resultado está no fato de que linguagens que representam pro-blemas gerais, uma vez identi�adas omo sendo reursivas, são tais que permitem adeterminação meânia da solução, qualquer que seja a instânia onsiderada. A mea-nização da solução, no aso, é implementada pela Máquina de Turing que aeita L.As linguagens reursivamente enumeráveis, por outro lado, não gozam dessa proprie-dade. Conforme a sua de�nição, as adeias não pertenentes à linguagem podem tantoser rejeitadas após uma parada omo provoar a exeução de uma seqüênia interminávelde movimentações na Máquina de Turing orrespondente.Este fen�meno, araterístio e espeí�o das linguagens estritamente reursiva-mente enumeráveis, não oorre om as outras lasses de linguagens anteriormente onsi-deradas. De fato, é possível provar que, qualquer que seja a linguagem regular, livre deontexto ou reursiva em questão, é sempre possível obter um aut�mato �nito, um aut�-mato de pilha ou uma Máquina de Turing om �ta limitada que sempre pára, qualquerque seja a adeia de entrada. Isso não signi�a, no entanto, que não existam reonhe-edores desses tipos que eventualmente exeutem seqüênias in�nitas de movimentaçõesem resposta a alguma adeia de entrada.Considere-se agora um outro problema, ujas instânias de resposta a�rmativa tam-bém possam ser odi�adas omo adeias sobre um erto alfabeto de entrada. Considere-se ainda que a linguagem formada por essa oleção de adeias seja do tipo reursivamenteenumerável. Isso aarreta a impossibilidade de se veri�ar, meaniamente, se determi-nada adeia pertene ou não à linguagem, pois adeias não pertenentes à linguagemeventualmente poderão provoar uma movimentação interminável da Máquina de Turingorrespondente.Logo, torna-se impossível, no aso geral, determinar se um erto problema possuisolução, qualquer que seja a instânia onsiderada. Se determinada instânia possuiresposta SIM (aso em que a adeia que a representa pertene à linguagem), é fato quea orrespondente Máquina de Turing irá parar após um tempo �nito de proessamento.Se a resposta é N�O, sabe-se apenas que o proessamento poderá eventualmente parar,rejeitando a entrada, ou então iniiar uma seqüênia in�ndável de movimentações.Para um observador externo, não há nenhuma garantia, para qualquer que seja ainstânia que venha a ser eventualmente onsiderada, de que o proessamento irá pararem algum momento, produzindo algum resultado.Devido a essa araterístia, as linguagens reursivamente enumeráveis são tambémdenominadas indeidíveis. Problemas ujas representações na forma de linguagens se-jam reursivamente enumeráveis são também hamados de problemas indeidíveis.De uma forma geral, os termos �reursivo� e �reursivamente enumerável� são em-pregados quando se trata de linguagens genérias, e os termos �deidível� (sin�nimo de�reursiva�) e �indeidível� ou �não-deidível� (sin�nimos de �reursivamente enumerá-vel�), quando se trata de linguagens que representam problemas.
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7 Linguagens Reursivamente Enumeráveis 611O termo deidibilidade refere-se ao estudo das linguagens formais, om vistas àdeterminação das lasses a que estas pertenem.Os termos soluionável, não-soluionável (ou insolúvel) e parialmente so-luionável, também empregados quando se trata de problemas, signi�am, respetiva-mente, que as orrespondentes linguagens são: (i) reursivas, ou seja, podem sempre serdeididas no aso geral; (ii) reursivamente enumeráveis, ou seja, não podem ser dei-didas no aso geral; e (iii) reursivamente enumeráveis, enfatizando o fato de que podehaver solução para algumas instânias do problema (ainda que orrendo o riso de seesperar inde�nidamente por uma resposta).Apliada ao estudo dos problemas de deisão, a deidibilidade india se os mesmossão soluionáveis, não-soluionáveis ou parialmente soluionáveis.Exemplo 7.1 Considere-se o problema PV=�Dada uma linguagem regular L qualquer, L é vazia?�.Uma linguagem LV para representar as instânias desse problema que possuem resposta a�rmativapode ser onstruída onforme os passos a seguir.Seja M = (Q ,Σ, δ, q0,F ), om Q = {q0, q1, ...} e Σ = {σ0, σ1, ...}, um aut�mato �nito quede�ne uma linguagem L. M pode, por exemplo, ser odi�ado de forma unívoa na forma de umaadeia sobre o alfabeto {a, b, , d}:
• qi ∈ (Q − F ) é odi�ado omo od(qi ) = ai+1;
• qi ∈ F é odi�ado omo od(qi) = ai+1b;
• σi ∈ Σ é odi�ado omo od(σi) = i+1;
• δ(qi , σj ) = qk é odi�ado omo od(δ(qi , σj ) = qk ) = od(qi)od(σj )od(qk )d ;
• M é odi�ado omo a onatenação das adeias que representam a odi�ação das suastransições.Seguem alguns exemplos de aut�matos �nitos odi�ados dessa forma:
• M1 = ({q0}, {x}, {(q0, x ) → q0}, q0, ∅):od(M1) = aad ;
• M2 = ({q0, q1}, {x , y}, {(q0, x ) → q1, (q1, y) → q1}, q0, {q1}):od(M2) = aaabdaabaabd ;
• M3 = ({q0, q1}, {x , y}, {(q0, x ) → q0, (q1, y) → q1}, q0, {q1}):od(M3) = aadaabaabd ;
• M4 = ({q0, q1}, {x , y}, {(q0, x ) → q1, (q1, y) → q0}, q0, {q0}):od(M4) = abaadaaabd .A adeia que representa o aut�mato M2 possui a estrutura abaixo. As demais adeias podemser analisadas da mesma forma. a

︸︷︷︸q0 
︸︷︷︸x aab

︸︷︷︸q1 d
︸ ︷︷ ︸

(q0,x)→q1 aab
︸︷︷︸q1 

︸︷︷︸y aab
︸︷︷︸q1 d

︸ ︷︷ ︸

(q1,y)→q1A linguagem LV que se pretende onstruir é omposta por todas as adeias odi�adas dessaforma, desde que elas representem aut�matos �nitos que de�nem a linguagem vazia. Portanto:
• od(M1) ∈ LV , pois L(M1) = ∅;
• od(M2) 6∈ LV , pois L(M2) = xy∗(e portanto 6= ∅);
• od(M3) ∈ LV , pois L(M3) = ∅;
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612 Linguagens Formais - Teoria, Modelagem e Implementação
• od(M4) 6∈ LV , pois L(M4) = (xy)∗(e portanto 6= ∅).Logo, LV = {od(M1), od(M3), ...} = {aad , aadaabaabd , ...}É possível demonstrar que a linguagem LV assim onstruída é reursiva e, portanto, que PV édeidível. Tal fato pode ser inferido a partir do método (algoritmo) apresentado no Teorema 3.24 daSeção 3.11 para determinar se uma linguagem regular é vazia ou não. Uma Máquina de Turing Nque deide LV , após analisar uma adeia de entrada qualquer w ∈ {a, b, , d}∗, pode ser projetadada seguinte forma:i. N determina a quantidade de símbolos do alfabeto de entrada do aut�mato �nito odi�ado(|Σ|);ii. N determina a quantidade de estados do aut�mato �nito odi�ado (|Q|);iii. N gera todas as adeias sobre Σ que possuem omprimento maior ou igual a zero e menorque |Q| (uja quantidade é ∑|Q|−1i=0

|Σ|
i);iv. N simula a operação do aut�mato M (supondo w = od(M )) om ada uma das adeiasgeradas aima;v. Caso M não aeite nenhuma dessas adeias, N pára e aeita w ; aso M aeite alguma dessasadeias, ou aso w não represente um aut�mato �nito válido, N pára e rejeita w .Outros sistemas de odi�ação, diferentes do apresentado neste exemplo, produzem o mesmoresultado, o que torna a esolha de um partiular sistema de odi�ação irrelevante. 2Exemplo 7.2 Estratégia semelhante à empregada no Exemplo 7.1 pode ser usada para onstruirlinguagens que representam outros problemas de deisão. Por exemplo, pode-se onstruir uma lin-guagem LA para representar o onjunto das adeias que representam as gramátias livres de ontextoque são ambíguas. Tal linguagem representa, portanto, o problema PA=�Dada uma gramátia livrede ontexto G qualquer, G é ambígua?�.Diferentemente do Exemplo 7.1, é possível demonstrar ([11℄) que toda e qualquer odi�açãoque se adote para LA faz om a mesma resulte estritamente reursivamente enumerável (portantonão-reursiva). Logo, trata-se de um problema que não pode ser deidido no aso geral (onformeanteipado na Seção 4.14). 2É fáil, portanto, justi�ar o grande interesse prátio que existe por problemas paraos quais se possa provar que a linguagem de representação é reursiva. Problemas ujalinguagem de representação seja omprovadamente estritamente reursivamente enume-rável, por outro lado, servem sobretudo para demonstrar a inexistênia de proedimentosmeânios (algoritmos) que possam resolvê-los no aso geral. E isso é um resultado teó-rio exepional, uma vez que evita o desperdíio de reursos na busa de soluções gerais emostra que determinados problemas não possuem solução, independentemente da teno-logia omputaional � atual ou futura � que possa ser empregada na busa de pretensassoluções.Note-se, �nalmente, que o fato de um determinado problema poder ser resolvido noaso geral não signi�a que os algoritmos de resolução onheidos sejam neessariamentee�ientes. Em muitas situações, a busa de solução para o aso geral, uja existêniaé onheida através da teoria, pode ser inviabilizada na prátia, em virtude do imensousto assoiado à sua realização (usto esse re�etido, usualmente, no volume de memórianeessário ou no tempo de proessamento requerido para se hegar às soluções).Por outro lado, a inexistênia de solução para um problema no aso geral nãosigni�a que ele não possa ser resolvido para instânias espeí�as ou predeterminadas,ou, ainda, para onjuntos de instânias predeterminadas do problema original.


